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SITZUNG VOM 9. JANUAR 1905. 

Vorlage eines aus London eingetroffenen Berichte aber die 2. General- 
Versammlung der Internationalen Assoziation der Akademien. Die 
Geschäfte der Vorsitzenden Akademie für das Triennium <905, 1906, 
1907 sind nach einem Schreiben aus Wien inzwischen von der dortigen 
kais. Akademie der Wissenschaften übernommen worden. 

Es wird beschlossen, das Fechn er- Archiv, dessen Inhalt von Herrn 
£>r. Lipps geordnet worden ist, nach Art des M ö b i u s - Archivs einzurichten 
und auszustatten. 

Aus den für das Jahr 1904 zur Verfügung stehenden Erträgnissen 
der Mende-Stiftung wird dem a. o. Mitglied Herrn Cobkkms ein Beitrag 
zur Fortsetzung seiner Versuche über Vererbung zugebilligt. 

Der Vorschlag, Herrn Prof. Dr. Rabl zum o. Mitglied zu ernennen, 
wird von der Klasse einstimmig angenommen. 

Herr Barxs meldet eine Abhandlung von Herrn Dr. Lipps „Die 
Bestimmmung der Abhängigkeit zwischen den Merkmalen eines Gegen- 
standes“ zum Abdruck in den Berichten an. 



Die Bestimmung der Abhängigkeit zwischen den 
Merkmalen eines Gegenstandes. 

Von 

Gottl. Friedr. Lipps. 

1. Das Kriterium der Abhängigkeit. 

Bei der Untersuchung der Abhängigkeit zwischen den Merk- 
malen eines Gegenstandes kann es sich ebensowohl um das Vor- 
handensein oder Fehlen eines seinem Wesen nach unveränderlichen 
Merkmals wie auch um das Auftreten von Abstufungen oder be- 
sonderen Ausgestaltungen eines veränderlichen Merkmals handeln. 

Um beide Fälle gemeinsam behandeln zu können, treffe ich 
folgende Festsetzungen. Irgend zwei auf ihre Abhängigkeit zu 

Mttb -pbjrs Klasse 1905. i 
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prüfende Merkmale sollen durch o und b bezeichnet werden. Sind 
die Merkmale unveränderlich, so daß lediglich ihr Vorhandensein 
oder Fehlen in Betracht kommt, so soll das Vorhandensein und 
das Fehlen von u durch und Oj, das Vorhandensein und das 
Fehlen von b durch 6, und b t angedeutet werden. Sind hingegen 
die Merkmale der Abstufung oder irgend welcher Spezialisierung 
fähig, so sollen die verschiedenen Formen von a durch a t , <? s , 
a t . . . a r , diejenigen von b durch b 1 , 6,, b s . . . b t angegeben 
werden, wo die Reihenfolge der a und der b entweder objektiv 
begründet ist oder beim Fehlen eines objektiv ordnenden Prinzips 
auf subjektiver Willkür beruht. Das Auftreten und Ausbleiben 
eines unveränderlichen Merkmals läßt sich auf diese Weise der 
Form nach als eine Spezialisierung des allgemeinen Falls, wo 
i Glieder a lt o s , a s ... a r und s Glieder i> 4 , b s ... b t zu 
unterscheiden sind, auffassen. Bezeichnet * eine Zahl aus der 
Reihe 1, 2, 3 ... r und A eine Zahl aus der Reihe 1, 2, 3 ... s, 
so wird ein beliebiges Glied der a- Reihe durch a x und ein be- 
liebiges Glied der 6-Reihe durch angegeben. 

Die Merkmale a und b sind nun von einander abhängig, 
wenn die a x und b i in ihrem Auftreten von einander abhängig 
sind. Ist dies nicht der Fall, so sind die Merkmale a und b von 
einander unabhängig. 

So besteht am ebenen Dreieck Abhängigkeit zwischen der 
Gleichheit der Seiten und der Gleichheit der gegenüberliegenden 
Winkel, da das Auftreten gleicher Seiten die Gleichheit der gegen- 
überliegenden Winkel und das Auftreten ungleicher Seiten die 
Verschiedenheit der gegenüberliegenden Winkel zur Folge hat. 
Hier kann a, (das Vorhandensein gleicher Seiten) nur im Verein 
mit b 1 (dem Vorhandensein gleicher Winkel) und a f (das Fehlen 
gleicher Seiten) nur im Verein mit b t (dem Fehlen gleicher Winkel) 
Vorkommen, woraus die Abhängigkeit zwischen a (der Gleichheit 
der Seiten) und b (der Gleichheit der Winkel) folgt. Wenn hin- 
gegen a lL und (7, ebenso mit b i wie mit b t vereint Vorkommen 
kann, so ist O unabhängig von b. Dies gilt z. B. bezüglich der 
Gleichheit eines bestimmten Seitenpaares und der Gleichheit eines 
bestimmten Winkelpaares am Viereck. 

Es ist ferner die Unterscheidung der Farbentöne abhängig 
von dem Helligkeitsgrade der Farbenempfindung, da nur bei 
mittlerer Helligkeit alle Farbentöne hervortreten, um sich mit 
zunehmender Helligkeit im Weiß, mit abnehmender Helligkeit im 
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Schwarz zu verlieren. Den von Schwarz zu Weiß führenden 
Helligkeitsstufen , Oj, a s ... a r gehört demnach eine anfäng- 
lich wachsende und dann wieder abnehmende Anzahl von Gliedern 
aus dem Gebiete der Farbentöne 6, , 6, , b 3 . . . b t zu. Im Be- 
reiche der Tonwahrnehmungen ist dagegen, wenn man von dem 
Grenzgebiete der höchsten und tiefsten Töne absieht, das Merk- 
mal der Höhe oder Tiefe von dem Merkmal der Stärke oder 
Schwäche unabhängig, da ein Ton in jeder Höhenlage beliebige 
Grade der Stärke oder Schwäche annehmen und demnach jedes 
a t mit jedem b l vereint auftreten kann. 

In anderer Form bietet sich die Abhängigkeit dar, die zwi- 
schen dem Volumen eines Gases und dem auf das Gas ausgeübten 
Druck besteht. Dem MxRioTTKSchen Gesetze zufolge ist nämlich 
das Produkt aus Druck und Volumen bei konstanter Temperatur 
gleichfalls konstant, so daß einer Abnahme des Drucks eine Zu- 
nahme des Volumens und umgekehrt entspricht. Zu aufsteigenden 
Gliedern der o-Reihe gehören hier folglich fallende Glieder der 
6-Reihe. 

Eine in gleichem Sinne erfolgende Änderung der a r und der 
b i zeigt sich hingegen in der Regel an den Organen lebender 
Wesen, sofern die Vergrößerung des einen Organs durchschnittlich 
von einer Vergrößerung der anderen Organe begleitet zu sein pflegt. 

Abhängigkeiten der letzteren Art haben die erste Inangriff- 
nahme des Problems der Abhängigkeitsbestimmung durch Galton 
und Peakson veranlaßt. Galton hat hierbei eine Auffassungs- 
weise zugrunde gelegt, die er selbst mit folgenden Worten kenn- 
zeichnet 1 ): „Two variable organs are said to be correlated when 
the Variation of the one is accompanied on the average by more 
or lcss Variation of the other and in the same direction. Thus 
the length of the arm is said to be correlated with that of the 
leg, because a person with a long arm has usually a long leg 
and conversely.' 1 Eine ähnliche jedoch allgemeiner gefaßte De- 
finition gibt Pearson*): „Two organs in the same individual, 
or in a connected pair of individuals are said to be correlated, 
when a series of the first organ of a definite size being selected, 
the mean of the sizes of the corresponding second organ is found 

1) Correlations and their measurement, chiefly from anthropometric 
•lata ; Proceedings Roy. Soc. London; Vol. XLV, 1888, S. 135. 

2) On the mathematical theory of evolution; Philosophical Trans- 
actions Roy. Soc. London; Vol. 187 A, 1896, S. 256, 257. 

1 * 
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to be a funetion of the size of the selected first organ. If the 
mean is independent of this size, the Organs are said to be non- 
correlated. Correlation is defined mathematically by any constant 
or series of constants, which determine the above funetion.“ 

Die von Gajlton und Pearsos festgehaltene Auffassungs- 
weise ist demnach wesentlich enger als die hier zugrunde gelegte. 
Denn die a x und b x werden als meßbare Größen vorausgesetzt, 
und es werden lediglich die arithmetischen Mittel der zu den 
einzelnen a x gehörigen b, , b, , b s ... b, in ihrer Abhängigkeit von 
a x oder die arithmetischen Mittel der zu den einzelnen b x ge- 
hörigen öj, ö,, n, . . . « r in ihrer Abhängigkeit von b x bestimmt. 

2. Das Umenschema. 

Um nun nicht durch die Besonderheit des jeweils gewählten 
Beispiels die Allgemeingültigkeit der Untersuchung in Frage zu 
stellen und doch bestimmte Verhältnisse, die einen überblick über 
die verschiedenen Möglichkeiten gestatten, vor Augen zu haben, 
möge folgende Veranschaulichung gestattet werden. 

Jeder mit a x und b ; behaftete Gegenstand soll durch eine 
mit dem Zeichen a x und b x beschriebene Kugel dargestellt werden. 
Sind die Gegenstände, soweit sie durch «j, a s , a, . . . a r bestimmt 
sind, willkürlich herstellbar (sei es, daß sie wie die geometrischen 
Figuren beliebig in Gedanken vorgestellt, sei es, daß sie wie die 
Substanzen des Physikers und Chemikers, so oft man ihrer bedarf, 
auf experimentellem Wege beschafft werden können), so mögen 
alle mit dem Zeichen a x beschriebenen Kugeln in je einer Urne, 
die selbst wieder durch a x zu bezeichnen ist, gesammelt gedacht 
werden. Man kann alsdann jede Urne a x für sich allein auf das 
Vorkommen der Kugeln, die mit den Aufschriften b t , b,, b s . . . b, 
versehen sind, prüfen. Nicht anders ist es, wenn man die durch 
b, , b,, b s . . . b, bestimmten Gegenstände willkürlich herstellen 
kann, um an ihnen das Auftreten von a n fl,, a 3 ... o r festzu- 
stellen. Man hat nunmehr die durch b x bezeichneten Kugeln in 
je einer Urne b x gesammelt zu denken und jede dieser Urnen auf 
das Vorkommen der a t , a,, «, ... a r zu prüfen. — Sind aber 
die mit a x und b l behafteten Gegenstände nicht willkürlich her- 
stellbar, wie es bei Untersuchungen im Gebiete der sogenannten 
beschreibenden Naturwissenschaften der Fall zu sein pflegt, so hat 
man sich die Kugeln («„b^) insgesamt in eine einzige Urne ver- 
einigt zu denken. Es ist alsdann nicht möglich, für ein einzelnes, 
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von den übrigen abgesondertes a x die Zugehörigkeit der b x oder 
für ein einzelnes, von den übrigen abgesondertes b x die Zuge- 
hörigkeit der a x festzustellen. Man kann jedoch die Urne auf 
das Vorkommen aller Kombinationen (a x b x ) zugleich prüfen und 
so für jedes Glied der Reihe «4, o,, ctj . . . o r die Zugehörigkeit 
der b x und für jedes Glied der Reihe b x , b t , b t ... b t die Zuge- 
hörigkeit der a x ermitteln. 

Sollen nun die Häufigkeiten, mit welchen die verschiedenen 
(a I b i ) auftreten, festgestellt werden, so können zwei wesentlich 
verschiedene Wege betreten werden. Man kann deduktiv auf 
Grund vorhandener Erkenntnisse die verschiedenen Kombinationen 
der a x und b x erschließen oder auf Grund der Erfahrung von 
Fall zu Fall das Auftreten der a x und b x konstatieren und so 
itkltiktiv zur Kenntnis der verschiedenen Möglichkeiten gelangen. 

Dem deduktiven Verfahren kann die unmittelbare Feststeil- 
barkeit der Kombinationen (a x b x ) durch das Abzählen der Kugeln 
zur Seite gestellt werden, da man hierdurch gleichfalls ohne 
weiteres zur Kenntnis der vorhandenen (a x b x ) gelangt. Es ent- 
spricht ferner der empirischen Feststellung einzelner Fälle, wenn 
man einzelne Kugeln — wie es der Zufall fügt — aus der Urne 
zieht und die an der jeweils gezogenen Kugel vorhandenen Zeichen 
a x und b x notiert. Man kann daher das Ziehen von Kugeln aus 
der Urne als eine Verbildlichung des induktiven Verfahrens ansehen. 

Demnach bildet das Urnenschema eine ausreichende Unter- 
lage für die Bestimmung der Abhängigkeit zwischen den Merk- 
malen eines Gegenstandes. 

3 . Die Wahrscheinlichkeiten für das Auftreten der a x und b x . 

Kann man die Kugeln abzählen und bezeichnet man die An- 
zahl der Kugeln (a x b i ) durch z (x X) , so läßt sich das Ergebnis 
der Abzählung in der. Tabelle 





«1 


a, 




K 


*(11) 


*(21) 


• 1) 


*>, 


*(12) 


*(22) • 


• #(r2) 


\ 


*(!*) 


z(2s) • 


• • z(rs ) 



übersichtlich zusammenstellen. Soll lediglich das Auftreten der 
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a x ohne Rücksicht auf die 6^ oder das Auftreten der b x ohne 
Rücksicht auf die a x Beachtung finden, und setzt man 



x(x) = *(xl) + *(x2) + • 


• ■ + r(xs) 


(0 


y(A) = *(lA) + r(2A) + - 


• • + *(rl) 


so erhält man die Tabelle 






«1 «3 «s • • 


«r 


B. 


x(l) x(2) x(3) • • ■ 


x(r) 


oder die Tabelle 






bj b s b :i - 




C. 


y(i) y(2) st(s) •• 


• #(*) 



Ist die Gesamtzahl der Kugeln gleich m, so wird hiernach 
die relative Häufigkeit oder die Wahrscheinlichkeit für das ge- 
meinsame Auftreten von a x und b l durch 

m?(xA) — z(xA) : «» (2) 

angegeben. Es ist ferner die Wahrscheinlichkeit für das Auf- 
treten von u x gleich 

u(x) = x(x) : m = tc(xl) + tt'(x2) -f ■ • • + ic(xs) (3) 
und die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten von b i gleich 

v(k ) = y(l) : m — (1 A) -f ic(2A) + • • • + w(rA). ( 4 ) 

Sind r Urnen n l , a i , a 3 ... a r vorhanden, so ist die Wahr- 
scheinlichkeit, in der Urne a x eine Kugel (a x b^) zu treffen gleich 

u(xA) = z(xA) : x(x) = ic(xA) : m(x) ( 5 ) 

und in entsprechender Weise ist für den Fall, daß s Urnen 6,, 
& 2 , fej . . . b t gegeben sind, die Wahrscheinlichkeit in der Urne 
eine Kugel (a x bj) zu treffen gleich 

c(xA) = z(xA) : y(A) = w (x 1) : v(X). ( 6 ) 

Sind hingegen die Kugeln nicht abzählbar, ist man vielmehr 
darauf angewiesen, durch oftmaliges Ziehen einzelner Kugeln die 
vorhandenen Formen von a und b kennen zu lernen, so kann 
man zwar wiederum die unter einer Gesamtzahl m sich ergeben- 
den' Anzahlen der (0,6*), der a x und der b k durch z(x A), x(x) 
und y (A) bezeichnen und in den Tabellen A., B. und C. zusammen- 
stellen. Es muß aber die Bedeutung dieser Anzahlen erst klar- 
gestellt werden, bevor man aus ihnen Wahrscheinlichkeitswerte 
ableitet. 
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Sollen nämlich diese Anzahlen überhaupt eine Bedeutung 
haben, so muß die Annahme gestattet sein, daß, wenn das Ziehen 
einer bestimmten Anzahl von Kugeln aus einer Urne unaufhörlich 
wiederholt wird, jede einzelne Urnen -Kugel schließlich gleich 
häufig zum Vorschein kommt. Denn, falls dies nicht zuträfe, so 
müßte eine einzelne Kugel oder eine bestimmte Gruppe von Kugeln 
auschließlieh oder vorzugsweise zur Beobachtung gelangen. Da 
man aber nicht wüßte, welche Kugeln in dieser Weise bevorzugt 
würden, so wäre es nicht möglich, aus den beobachteten Anzahlen 
auf die tatsächlich vorhandenen Anzahlen zu schließen. 

Trifft nun diese Annahme zu, so gelten bei fortgesetzter 
Wiederholung der Beobachtungen, die unter Zurücklegen der je- 
weils gezogenen Kugel einzeln und unabhängig von einander aus- 
geführt werden, folgende Bestimmungen. 

Ist die relative Häufigkeit oder Wahrscheinlichkeit einer be- 
stimmten Kugelart auf Grund der in der Urne vorhandenen Kugel- 
anzahlen gleich w, so ist die Wahrscheinlichkeit unter m Kugeln 
z Kugeln jener bestimmten Art zu erhalten gleich dem durch die 
Gleichung 

z'.(m - z)\ W(z) = m!w*(l - tc) m — (7) 

bestimmten wo z die Werte 0 , 1, 2 . . . m annehmen kann. 

Das arithmetische Mittel aller, bei unbegrenzter Wiederholung der 
m Züge auftretenden Kugelanzahlen z ist somit gleich der über 
z =■ 0 , 1 , 2 ... m erstreckten Summe 

y. z , W(z) = m . ic. (8) 

Man findet diesen Betrag, wenn man 1 ) 

( w . exp («) -fl — w) m = y exp (zu) . W(z) (9) 

nach u differentiiert und u — 0 setzt. Bildet man sodann, um 
die Streuung der z -Werte kennen zu lernen, die Summe der 
Quadrate für die Abweichungen z — mtc, so findet man als 
mittleres Abweichungsquadrat 

y.(z — mio) 8 W(z) — wh >(1 — w). (10) 

Es ist nämlich diese, über z = 0, 1 , 2 . . . m zu erstreckende 
Summe gleich 

2 * W(g) - m’io», (11) 

i) Eb wird exp(u) statt e“ gesetzt. 



Digitized by Google 



8 



Gottl. Fbiedb. Lippe: 



und es ist ferner 

^>z l W(z) = m(m — l)«c* -f mw, (12) 

wie sich durch zweimaliges Differentiieren Ton (9) nach u für 
« ■— 0 ergibt. Die mittlere quadratische Abweichung selbst ist 
somit gleich 

y\mw(l —«>)}• ( 13 ) 

Demnach kommen zwei wohl zu unterscheidende Momente 
in Betracht: die tatsächliche Ausführung der m Beobachtungen, 
worunter z Fälle der bestimmten Art auftreten, und die Annahme, 
daß die m Beobachtungen in unbegrenzter Wiederholung ausge- 
föhrt werden und für z die m -f 1 verschiedenen Werte 0 , 1 , 
2 . . . m in der durch VF(r) angegebenen relativen Häufigkeit er- 
geben. Auf Grund dieser Annahme gibt es den mittleren Häufig- 
keitswert (8) mit der mittleren quadratischen Abweichung (13), 
die zusammengenommen die ganze durch 

mw ± V\ *»»(l — ») } (14) 

darstellbare Mannigfaltigkeit der z- Werte charakterisieren. 

Dieser Mannigfaltigkeit gehört der tatsächlich beobachtete 
2-Wert an. Da man aber nicht weiß, wohin er fällt, so pflegt 
man ihn, in Ermangelung eines anderweitigen Anhaltspunktes, 
dem Mittelwerte gleichzusetzen, so daß der Häufigkeitswert 



z — mw 

das System der Werte 


( 15 ) 


e ± V {*(1 - z : m)} 
und der Wahrscheinlichkeitswert 


(16) 


w z : m 

das System der Werte 


( 17 ) 


w ± V {«(1 — w):m] 


(18) 



repräsentiert. 

Es sind folglich die durch das Ziehen von m Kugeln fest- 
gestellten Häufigkeitswerte *(xi), x(x) und y(k) der Tabellen 
A., B. und C die Repräsentanten der Wertensysteme 



*(**) ± V { *(**)(! - *(**) : »*) } 


(19) 


*(*) ± V { *(*)(! — *(*) S w) } 


(20) 


yM ± -y(i) ••»»)}. 


(«) 



Digitized by Google 




Die Bestikulno u Abhängigkeit zw. d. Merkmalen eines Gegenstandes. 9 



wofern alle Kugeln in einer einzigen Urne vereinigt sind. Es 
repräsentieren ferner die r(xA) die Wertensysteme 

*(xi) ± Y {r(xi)(l — z(xi) : a;(x))) (22) 

oder 

*(**) ± V I *(**) (! — *(#*) : y(U ) ) , ( 2 3) 

jenachdem die Kugeln auf r Urnen a x , «j . . . a r oder auf s Urnen 
i>i , ftj, b a ... b t verteilt sind und jeder Urne a x je x(x) Kugeln 
oder jeder Urne b i je y (X) Kugeln entnommen werden. 

Man findet somit in jedem Falle, daß das dem beobachteten 
Werte z(x l) entsprechende Werten System den arithmetischen Mittel- 
wert r(xl) hat. Da jedoch x(x) und y(k) kleiner als m ist, so 
ist die mittlere quadratische Abweichung in (22) und (23) kleiner 
als in (19). Demzufolge erhält man zuverlässigere Werte r(xÄ), 
wenn man den r Urnen a x je x(x) Kugeln oder den s Urnen b t 
je y(l) Kugeln entnimmt, als wenn man die r oder »Urnen zu 
einer einzigen vereinigt und ans dieser Urne die m — Zx(x) 
= Zy(l) Kugeln insgesamt zieht. 

Geht man schließlich zu den relativen Häufigkeitswerten oder 
den Wahrscheinlichkeits werten über, so findet man die Wahr- 
scheinlichkeit für das gemeinsame Auftreten von a x und b l iu der 
Gesamturne bestimmt durch 



ir(xi) ± y { in (x A) (1 — w(xXj) :m}; 
u>(xX) = t(xl) : m; 



( 24 ) 



desgleichen die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten von a x gleich 

“(*)±1/{«(*)(1 —«(*)): m ); r n 

m(x) — x(x) : m; 

und die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten von b l gleich 



® (*) ± V{ »(*) (1 - ® W) s»}; 

»(*) = y(i) : *»• 



(26) 



Sind r Urnen o, , a,, o s . . . a r vorhanden, so ist die Wahrschein- 
lichkeit in der Urne a x eine Kugel (a x b x ) zu treffen bestimmt 
durch 



«(**) ± V { “(**) (1 — «(**)) : *(x) ) 5 

m(xA) «= *(xll) : *(x). 



(27) 
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Sind hingegen s Urnen b t , b t , b a . . . b t vorhanden, so ist die Wahr- 
scheinlichkeit in der Urne b l eine Kugel (a r bf) zu finden gleich 

r(*l)±')/{ p(xl)(l — *?(*!)) : i/(A) } ; , g , 

»(**) = «(* 1 ) :»(!)• 

4. Die Bestimmung der Abhängigkeit mittels der Werte 

d(xA), A'(xA), d"(xi). 

Das Auftreten von a x , <? 2 , u s . . . a r wird für ein bestimmte? 
6(A) durch die Häufigkeitswerte 2(1 A), z(2 A), z(3A) • • • z(rl) 
oder ohne Rücksicht auf die Gesamtzahl m aller allgezählten oder 
gezogenen Kugeln durch die Verhältnisse 

2 (lA):r( 2 A):*( 3 A):- • • : *(rA) 

bestimmt. Das Auftreten von a,, a 2 , o, ... a r ist folglich unab- 
hängig von 6(A), und das Merkmal a ist somit unabhängig von 
dem Merkmal b, wenn diese Verhältnisse für 1 -* 1, 2, 3...« 
unverändert bleiben. Dann behalten auch die Verhältnisse 

z(xl) : r(x2) : *:(x3) : ■ • • *(xs) 

für x =» 1, 2, 3 . . . r dieselben Werte, so daß sich zugleich das 
Auftreten von b t , b s ... b t unabhängig von a x und das Merk- 
mal b unabhängig von dem Merkmal a erweist. 

Wenn diese Verhältnisse konstant sind, ist mit Rücksicht 
auf (i) 

r(lA):z(2A):z(3A):---:r(rA)=x(l):2(2):a:(3):---:x(r) 
z(x 1) : *(x 2) : *(x3) : • • • : t(xs) - g(l) : y(2) : y (3) : • • • : y(s) 9 
oder mit Bezugnahme auf (2), (3) und (4) 
w(li):«r( 2 A):«i( 3 l):*--:w(rA) — u(l):«( 2 ):«( 3 ):*--:«(r) 
Mi(xl) : k>(x2):m;(x3):-- > : ui(xs)=~ f(l): t’( 2 ): t>( 3 );-*-: v (s) ^ 

Demnach ist ec(xA) sowohl mit n(x) als auch mit u(A) propor- 
tional. Aus w(xA) = c . m(x)u(A) folgt aber (weil ■Z’io(xA) = 
c£v(x)Zv(X) und die über x = 1, 2 . . . r; A =» 1, 2 ... s zu er- 
streckende £w(xl) — .£u(x) — -2ti(A) =- 1 ist), daß c = 1 und 
somit 

m>(xA) - u(x)o(A). (31) 

Die Merkmale a und b sind folglich unabhängig von einander, 
wenn die Wahrscheinlichkeit ic(xA) für das Auftreten von ( a x b i ) 
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gleich dem Ihodukte aus den Wahrscheinlichkeiten u(x) und v(k) 
für das Auftreten der für sich betrachteten a x und b i ist. 

Hat man ferner die Wahrscheinlichkeitswerte h(xA) oder 
p(x A) mittelst der r Urnen a lf a a . . . a r oder der s Urnen 6 , , 
bj . . . b, bestimmt, so resultiert aus ( 31 ) den Formeln ( 5 ) und 
( 6 ) zufolge 

tt(xA) — * t>(A) und t>(xA) = m(x). 

Hiernach findet durch 

«(1 A) = t* (2 A) = u(3A) -= • = u(rA) ( 32 ) 

0 der durch 

o(xl) = v(x2) = v(x3) = •••=* ü(xs) ( 33 ) 

die Bedingung für die Unabhängigkeit der Merkmale a und b 
ihren Ausdruck. 

Demgemäß hat man, wenn die Werte ic(xA) zur Bestimmung 
der Abhängigkeit dienen sollen, jedes einzelne te(xA) auf seine 
Übereinstimmung mit «(x)t’(A) zu prüfen und das Urteil über 
die Abhängigkeit auf die Differenzen 

io(xA) — m(x)ü(A) = d(xA) ( 34 ) 

7 .u gründen. Liegen hingegen die Werte u(xA) oder »(xA) vor, 
deren mittlere Beträge m(OA) und v(xO) durch die Gleichungen 

r.M(0A) = «(lA) + M (2A) + u(3A) + --.+ M(rA), 
s . o(xO) = n(xl) + »(x2) -|- n(x3) + • • • + e(xs) 33 

definiert seien, so wird man zweckmäßig die Differenzen 

w(xA) — m(OA) = S'(xk) ( 36 ) 

oder 

*(*A) — n(xO) =» 6"(xk) ( 37 ) 

zur Beurteilung der Abhängigkeit verwerten. 

Die r.s Werte d(xA), d'(xA) oder d"(xA) lassen sich auf 
(r — l)(s — l) Werte, die voneinander unabhängig sind, redu- 
zieren. Da nämlich «;(xl) -f ic(x 2) + ••• + u>(xs) = m(x); w( 1A) 
+ w(2A) -f • • ■ + »(rA) = »(A); £u(x) = £v(k) =* 1, so ist für 
jedes x und jedes A 

d(*l) + J(»3) -f d(x3) + • • ■ + d(xs) - 0 , 

6 (l A) -f d(2A) + d(3 A) -f f- d(rA) = 0. 3 ' 

Da ferner 
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Gom. Fun»- Lrm: 



u(*t) + ••• + *(*<j = 1; r(lZ) + ••• + r(rZ) ■=■ 1; 
w(lZ)4 (- *(rZ) = r.u(OZ)); r(xl) + — (- c(*«)<=s.r(*0), 



so ist auch 

d'(x 1) + d'(x 2) + a'(*3) + ••• + a # («) = 0, 

+ a'(2i) 4- a'(3i) + ••• + a'(n) = o 

und 

d"(xl) + d"(*2) + <T(x3) H + d"(*s) — 0, 

+ d"(2Z) + <T(3i) + ••• + d"(rZ) = 0. 



(39) 



(40) 



Da eine weitere Reduktion nicht möglich ist, so muß das 
aus (r — l) (g — l) von einander unabhängigen Werten bestehende 
System der <5(xZ), d’fxi), <5 " (x i) der Beurteilung der Abhängig- 
keit zugrunde gelegt werden. £s ist demzufolge nicht zulässig 
( außer wenn r = s = 2) einen einzigen Wert als schlechthin gül- 
tiges Maß der Abhängigkeit auf zustellen. 1 ) 

Sind die tr(xZ), w(x), v (Z), u(xZ), v (x Z) Repräsentanten der 
in (24) bis (28) angedeuteten Wcrtensysteme, so repräsentieren 
auch die d(xZ), d'(xZ), d"(xZ'i Wcrtensysteme, deren arithmetisches 
Mittel und mittlere quadratische Abweichung zu bestimmen sind. 

Um hierbei eine bequemere Darstellungsweise von <S (xZ) be- 
nutzen zu können, soll k?(xZ) mit Htc(fiv) = 1 multipliziert und 
m(x) durch £w(xv), ferner t?(Z) durch Hw(fil) ersetzt werden, 
wo das Summenzeichen die Summation über g — 1, 2, 3 . . ■ r; 
v — 1, 2, 3 .. . g andeutet. Man erhält so an Stelle von (34) 

J£{tc(%X)u;(nv) — w(xv)ic(gZ) ) — d(xZ), (41) 

wo die Summenglieder für g — » x und für v =» Z verschwinden, 
so daß nur über g — 1, 2 ... x — 1, x + 1 . . . r; v =» 1, 2 . .. Z — 1, 
Z -|- 1 ... s zu summieren ist. 

Schreibt man nun der Einfachheit wegen 

«>(xZ, gv) — M?(xZ)u>(gv) — tp(xv)«?(gZ) 
g(xZ, gv) — e(xk) z(gv) — «(xv) s(gZ) 
und setzt man 



1) Die« ist namentlich Galton und Pbarson gegenüber zn betonen, 
die einen einzigen Zahlenwert, den sogenannten „Korrelationskoeffi- 
eienten“, als Maß der Abhängigkeit bestimmen. Vergl. insbesondere 
Pbarüonk Bestimmung „des besten Wertes für den Korrelationskoeffi- 
zienten“ in der erwähnten Abhandlung S. 264. 
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jF— (w(ll)exp { m(11) } H -f M?(rs)exp { w(rs) J ) m 



— 2 W { • • *( r - , 0 ) e *P { if ( 11 ) M ( 11 ) } •• exp { z(rs)u(rs ) } , 

wo die Summation über alle positive ganze Zahlen z(ll), . . z(rs), 
deren Summe gleich m ist, anszudehnen ist, so wird das arith- 
metische Mittel aller d(xA), das durch d 0 (xl) angedeutet werden 
soll, bestimmt mittels der Gleichung 

m*d 0 (xA) **)• W(t) 

* n,* 

= m(«n — 1) ^w(%X,nv) 
e-» 



oder mittels der Gleichung 

rod 0 (xA) = (m — l)d(xi) (42) 

wo d(xi) den aus den beobachteten «(xA) berechneten Wert (34) 
oder (41) bezeichnet. Es folgt dies daraus, daß für beliebige x, l, f», v 

d?Fjdu(xi) . du(/iv) — d'F!du{xv ) . du(fil) = ^(xi.pv) W(t), 



wenn die Argumentwerte u nach Ausführung der Differentiation 
sämtlich gleich Null gesetzt werden. 

Man findet ferner durch vierfache Differentiation von F für 
das mittlere, durch q(xk) zu bezeichnende Abweichungsquadrat 

m< «(* A )* “ 2] v) — »n*<J 0 (xÄ)j* !!’(/) 

=*^’|^2(xA,pv)j s TF(z) — m*V(xl) 

= m(m — l)(m — 2 ) (»1 — 3 ) J ^ur(xk,nv) j * 

+ m(m — l) (w-2).A-f m(m — l) . B — m 4 d 0 *(xi), 
oder mit Rücksicht auf (41) und (42) 

m*q(xiy = - 2 (m - 1) ( 2 m - 3 )d*(xi) 

+ (m - l)(m — 2 ) A + (w - l)B, 

WO 

A = w(xX)*J>’w(fiv) + »c(xi)f^’ic(pv)|* 

ju , r l u , r I 

+ 1 2 w (* v ) } * 2 *° 0* i) + 2 w \ 

Ir J /u r l /i I 

H = «c(xA) +J£w(xv)J£w(nk). 
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Gottj.. Fhikdh. Lippä: 



Demnach repräsentiert der durch m Beobachtungen bestimmte 
Wert ö xl der Formel (34) oder (41) das bei unbegrenzter Wieder- 
holung der m Beobachtungen hervortretende System der Werte 

. <*o(*l) ± ?(**)» (44) 

wo d 0 (xl) durch (42) und q(*X) durch (43) definiert wird. 

Das durch die Werte d'(xl) und d"(xl) der Formeln (36) 
und (37) repräsentierte Wertensystem findet hingegen, da die an 
den r Urnen Oj, a t ... a r oder an den s Urnen b v b t ... b t ausge- 
geftthrten Beobachtungen voneinander unabhängig sind, durch 



( 45 ) 



d'(>a) ± q'(xl) 
ä"(xl) ± (?"(*!) 

seine Bestimmung, wo die mittleren quadratischen Abweichungen 
<7'(xl) und g"(xl) durch 

r V(*l)* — [ 1,1] H {• [x — 1,1] + (r — l)*[x,l] 

+ [* + 1)1] + • • • + [Mil 



'(46a) 



wenn für g= 1 , 2, 3 ... r den Ausdruck w(gl) { 1 — «(gl) } :*(g) 
ersetzt, und durch 



sY'(xl)* —{MH h { *e, 1 — 1 } + (s— l)*{x,l) 



(46 b) 



+ {x,l 1 } + •••+{*,»}» 

wenn { x,v } für v*» 1 , 2, 3 ... s den Ausdruck v (x v) { 1 — t’(xv)} :y(v) 
andeutet, definiert werden. 

Einen einzigen, die Abhängigkeit unmittelbar bestimmenden 
Wert d, d ,d" erhält man nur dann, wenn r = s = 2 . Es ist in 
diesem Falle 

tr(ll)ic(22) — «r(12)ic(2l) = d; (47) 

u(ll) - «(21) = «4(22) - «(12) — 2d', (48a) 



»(11) - »(12)*= »(22) - »(21) = 2d' 



(48 b) 



es ist ferner (falls die 1», u und » die Wertensysteme (24), (27) 
und (28) repräsentieren) das zu d, 6 ', 6 " gehörige Wertensystem 
gleich 

< 5 «, ±5 ( 49 ) 

6 "±q" (50) 

wo einesteils 
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mS Q — (m — l)d; 

i»V s = — 2(m— l)(2w— — — 2)j4 + (m — l)B; . . 

A = « , (ll)w>(22) { «>(11) + «-(22) } + mj(12)w ( 21) { «>(12) -(- r (2 1 ) } ; 
B=if(ll)«7(22) + w(12)m>( 21); 
und andernt-eils 

4g' 1 = m( 11){ 1 — «(ll)}:a:(l) + «(21){ 1 — h(21)}:x(2) 

- «(12) { 1 - «(12) }:x(l)+«(22) { 1 - «(22) }:x(2); 

49 "*= t>(ll){ 1 -»(ll)):^(l) + ti(l2){l — t>(12)}:y(2) 

= «>(21) ( 1 — - t>(2l)}:y(l)-f »(22) { 1 — t>(22)}:y(2). 

Eine vollkommene Abhängigkeit ist hier vorhanden, wenn 
von den Formen a x und o, des Merkmals a einerseits und von 
den Formen \ und b, des Merkmals b andererseits entweder nur 
öj im Verein mit und a t im Verein mit b 3 oder nur «, im 
Verein mit b t und o, im Verein mit 6, vorkommt. Es ist als- 
dann im ersten Falle «>(12) = «>(21) = 0; «(12) = «(21) = 0; 
t>(l2) = «(2l) = 0 und somit <5 = «>(ll)tt>(22) = «>(ll){ 1 — «?(l 1) } 

= ic(22) ( 1 — «>(22) } ; 2d' = «(ll) = «(22) = 1; 2<i"=t>(ll) 

= t>(22) = 1. Es ist ferner im letzteren Falle «>(ll) = «>(22) = 0; 

«(ll) = u (22) = 0; i>(ll) «— «(22) = 0 und demnach 6 = 

— «>( 12 ) «>( 21 ) = — «( 12 ) { 1 — « i ( 12 )) = — «>( 21 ) { 1 — «>( 21 )}; 

2d' «(21) - - «(12) 1; 2<5" = — i>(l2) - - t>(2l) 

-- 1. 

Die Werte 6' und 6" erreichen demgemäß bei vollkommener 
Abhängigkeit den maximalen Betrag +1:2 oder — 1:2 und 
können ohne weiteres als das zwischen +1:2 und — 1:2 schwan- 
kende Maß der Abhängigkeit in Anspruch genommen werden. 

Der Wert <5 hingegen kann bei vollkommener Abhängigkeit jeden 
positiven oder negativen Betrag + «i(l — «>) oder — tr(l — «>), 
wo «r < 1 , annehmen und erreicht den größtmöglichen Betrag 
+ 1:4 oder — 1:4 erst dann, w^nn zugleich «>(11) = «>(22) 

“1:2 oder «c(12) *= «>(21) =1:2. 

Will man die hierdurch bedingte Unsicherheit der Maßbe- 
stimmung vermeiden, so kann man neben «•( 1 1) «> (22) — «>(12) tc (21) 

— 6 auch noch «>(ll)tt>(22 ) + m>(12 )«>(21) = a bestimmen und 
den Quotienten 

d:ff=j K>(ll)«> (22) — «>(12)«>(21) } : { «>(11)«>(22 ) + m>(12)m>(21 ) ) 
={0(ll)r(22) - 0(12)0(21 )}: {0 (11)0(22) + 0(12)0(21 )} (53 ^ 
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als das zwischen -j- 1 und — 1 schwankende Maß der Abhängig- 
keit einführen. Repräsentiert 6 das Wertensystem 6 0 ^ q, so ist 
auch <r der Repräsentant des Wertensystems 

®o i ?n (54) 

wo, wie man sich leicht überzeugt, 

t»ff 0 = (»H- l)ff, 

— 2(»»— l)(2»n — 3)ff 2 + (»n— l)(m— 2 )A + (m— l)B, D ' 

und A und B die nämliche Bedeutung wie in (51) haben. Es 
kann alsdann für ausreichend gelten, die Mannigfaltigkeit der 
Quotienten <5: ff, die den Wertensystemen der <5 und der ö zuge- 
hört, unter Vernachlässigung von Größen der Ordnung 1 zm durch 
den Quotienten der arithmetischen Mittel und der mittleren quad- 
ratischen Abweichungen von 6 und ff in der Form 

(Ai ± 9 ) '■ (<*0 ± 9i) *=* I $ : 0 1 {1 ± <1 • ä ± <h : ff 1 

mq s =* — 4<$ ä -(- A (56) 

tnq* = — 4ff* -}- A 

darzustellen. 

Der Gleichmäßigkeit halber wird es sich dann auch em- 
pfehlen, an Stelle von 6 ' und 6 " die doppelten Beträge 26 und 
2 6 ' nebst den mittleren Abweichungen 2 q' und 2 q" als Maß- 
werte, die zwischen + 1 und — 1 schwanken, zu benutzen. 

Man gelangt so zu folgendem Ergebnis: 

Sind nur je zwei Formen a x und a t , b x und b t der Merk- 
male a und b zu unterscheiden, so ist das Urteil Uber die Ab- 
hängigkeit zwischen a und b für den Fall, daß die der Beobach- 
tung sich darbictenden Fälle als Kugeln einer einzigen Urne zu 
denken sind, auf den durch (47) definierten Wert <5 und für den 
Fall, daß a x gesondert von 0, oder b x gesondert von b t der Unter- 
suchung zugänglich ist, auf den durch (48) definierten Wert ö' 
oder 6 " zu stützen. Als ein fleischen -f 1 und — 1 schwankendes 
Maß der Abhängigkeit kann man den durch (53) definierten 
Quotienten ö : ff oder die Werte 26 ' resp. 26 " benützen. Sind 
die Häufigkeitswerte induktiv (durch Ziehen einzelner Kugeln) er- 
miUelt worden, so sind 6 , 0, 6 \ 6 " die Repräsentanten der durch 
(49) und (51), (54) und (55), (50) und (52) angedeuteten Werten- 
sy steme; es kann ferner für zulässig gelten, das System der Quo- 
tienten 6 : 0 durch (56) zu charakterisieren. 
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Ist hingegen die Anzahl der in Betracht zu ziehenden Formen 
von a oder von b größer als zwei, so ist nicht ein einzelner Wert, 
sondern das aus (r — l)(s — l) voneinander unabhängigen Werten 
bestellende System der d(xA), d'(xA), d''(xA) zur Bestimmung der 
Abhängigkeit zu benützen. Hierbei sind diese Werte als Reprä- 
sentanten der durch ( 44 ) und ( 45 ) angedeuteten Mannigfaltigkeiten 
zu betrachten , wenn die Kenntnis der Wahrscheinlichkeitswerte auf 
dem Wege der Induktion gewonnen wurde. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, daß die für r = s =** 2 
abgeleiteten Bestimmungen nicht nur dann anwendbar sind, wenn 
von Haus aus bloß zwei Formen von a und zwei Formen von b 
unterscheidbar sind, sondern auch dann, wenn die r Formen a 
und s Formen b auf je zwei nachträglich reduziert werden. 

Ist eine solche Reduktion nicht zulässig, so wird man wün- 
schen, an Stelle der d-Werte Mittelwerte, die aus den d- Werten 
abgeleitet werden, zu benützen. Solche Mittelwerte sind die 
mittels der Gleichungen 

rsd(v)= ^dfnilV; rsd'(v)«— yd'(xA) v ; rsd"(v ) = ^ 1 d"(xÄ) 1 ' 

definierten Werte d(v), d‘(v), d"(v), wo der Symmetrie wegen 
die Summation über alle r.s Werte für x = 1, 2, . . . r; A = 1, 
2, ...s ausgedehnt wird. Für geradzahlige v werden diese Werte 
nur dann gleich Null, wenn alle d-Werte gleich Null sind, sie 
wachsen Überdies, wenn die absoluten Beträge der d, d', 6" wachsen, 
so daß sie als Maßstäbe zur Beurteilung der Größe der Abhängigkeit 
dienen können, wofern man nur im Auge behält, daß der Vielgestaltig- 
keit der Abhängigkeit entsprechend auch die vollkommene Abhängig- 
keit in vielfacher Form auftreten kann. Denn eine vollkommene Ab- 
hängigkeit liegt nicht etwa Dur dann vor, wenn den steigenden 
Gliedern der Reihe Oj, a s , a s . . . a r entweder durchweg steigende oder 
durchweg fallende Glieder der Reihe b t , b s , b s ...b t zugehören, 
sondern auch dann, wenn den steigenden Gliedern der einen Reihe 
bald steigende, bald fallende Glieder der anderen Reihe sich zu- 
ordnen, wofern nur die Zuordnung in der Weise eindeutig ist, daß 
entweder jedem Gliede der a-Reihe nur je ein Glied der 6 -Reihe 
oder jedem Gliede der b - Reihe nur je ein Glied der a - Reihe zugehört. 

Da jedoch in diese Mittelwerte die Potenzen der d-Werte 
eingehen, so ist es zweckmäßiger, auf dem im folgenden betre- 
tenen Wege andere Wert«, die in linearer Form von den d-Werten 
abhängen, zur Bestimmung der Abhängigkeit abzuleiten. 

MatU.-phj«. Klasse 1905. 2 
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5. Die Bestimmung der Abhängigkeit mittels der Werte 

^"(p.U- 

Tritt a fl an Stelle von a xl b, an Stelle von b i und somit 
(a b,) an Stelle von (a x b^), so ist auch tc (x Ä) durch ur (fiv), 
u(x) durch u(/i), v(X) durch v(v), m(x< 1) durch u(gv), e(xA) 
durch t (fiv) zu ersetzen. Alle diese Wahrscheinlichkeitswerte 
sind hiernach von den a x und b x abhängig und können als mathe- 
matische Funktionen der Argumente a x und b x betrachtet werden, 
falls man a x und b k als Zahlenwerte auffassen darf. Dies ist 
aber auch dann gestattet, wenn die a x und b l keine Quanta sind, 
sondern rein qualitative Unterschiede zum Ausdruck bringen. 
Denn die a x und b l sind alsdann immerhin Glieder bestimmt ge- 
ordneter Reihen und insofern durch Ordnungszahlen mathematisch 
darstellbar. 

Setzt man demgemäß 

*c(*X) = f(a x , b x ), 

«<(*) = /i(«,), 

v(l) - r»(*a)» (59) 

«(**) — 

v(*X) “«K.bJ, 

so besteht den Gleichungen ( 31 ), ( 32 ) und ( 33 ) zufolge keiner- 
lei Abhängigkeit zwischen den Merkmalen n und b, wenn für 
x = 1, 2, 3 ... r; i =■* 1, 2, 3 ... s 

( 6o ) 

X(«i » b 2 ) - z(<hn b i) - z(a r ,&z), ( 61 ) 

“(«». &»)- «(«,.&») “KiO- ( 6a ) 

Um diese Funktionen in einfacher Weise darzustellen, nehme 
ich an, daß die a x und b i äquidistant seien, so daß je zwei auf- 
einanderfolgende Werte a x und a x + 1 um den konstanten Betrag 
i und je zwei aufeinanderfolgende Werte b i und b l + 1 um den 
konstanten Betrag j sich unterscheiden. Hierdurch wird die All- 
gemeinheit der Untersuchung nicht beeinträchtigt. Sind nämlich 
die durch Beobachtung festgestellten a- und b-Werte beliebig der 
Größe nach von einander verschieden, so kann man durch Ein- 
schieben von Zwischenstufen, die bei der Ausführung der Be- 
obachtungen nicht aufgetreten sind und darum in die Tabellen 
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A., B. und C. mit 7 = 0, x = 0, y = 0 behaftet einzureihen sind, 
die Aquidistanz nachträglich hersteilen. — In ähnlicher Weise 
kann man die Reihen der a x und b l , die qualitative Unterschiede 
zum Ausdruck bringen, nötigenfalls durch Einschieben von 
Zwischengliedern vervollständigen, so daß innerhalb jeder Reihe 
die aufeinanderfolgenden Glieder gleichmerkliche Unterschiede auf- 
weisen und durch Ordnungszahlen mit konstanter Differenz dar- 
stellbar sind. — Bezeichnen schließlich die o x und b l Qualitäten, 
die nicht von sich ans, sondern nur auf Grund subjektiver Will- 
kür in eine Reihe geordnet werden können, so ist nichts dagegen 
einzuwenden, wenn die a x und b x ohne weiteres durch die Ord- 
nungszahlen * und A ersetzt werden, so daß äquidistante Glieder 
mit der Differenz i ■» j — 1 vorliegen. 

Setzt man nnn für p = 0, 1, 2, 3 . . .; <J = 0, 1, 2, 3 . . . unter Fest- 
halten eines beliebig, aber bestimmt gewählten Wertenpaares(a x ,6 i ) 

~ ~ ~ &i)°. 

v(,q°) = - «*) p . 

— &z)°, (63) 

- 2“(* v )( fc » - 6 i)°i 

*i(e; A ) - 2 v (j* l )( a n — °x) f i 

wo die Summation über p — 1, 2, 3 ... r; v =» 1, 2, 3 . . . s zu er- 
strecken ist, so erhält man für q 0, a =* 0 in jedem Falle den 
Wert 1, während alle weiteren t;- W erte als Mittelwerte der mit 
den angegebenen relativen Häufigkeiten auftretenden (a M — - a x )f 
und ( b r — bj)° sich darbieten. 1 ) Die 17- Werte sind somit aus den 
in den Tabellen A., B. und C. zusammengestellten Beobachtungen 
ableitbar und als bekannt zu betrachten. 

Bildet man sodann die über ^ «= 0, 1, 2, 3 ; a = 0, 1, 2, 

3 zu erstreckenden Summen 

2{(-**) f+ °»l(2<. 2< f )}:{iV' f (2? + l)!(2 <r+l)!} 

* 2^{ »&»*)(- «*) e+0 («, - - 4i) ,B } : 1 <? + l)!(2«r +1)1 J , 

•,* £0 

1) Setzt man 

t](fO) — 7) Jl(0e) =- e) = jj®„; J)(p;A) = 

so bieten sich ij„ 0 , ij 0o , rj xö , als Mittelwerte der Abwei- 

chungen n fl — n x und 0, — h a dar. 

2* 
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2’{(-«*)^(2pO)}:{i*e(2 P + l)!} 

- «G0(- **)« («„ - «.)*' } : { <*'(2? + 1)1}. 

* e 

^{(-**)«i,(0 2<T)}:{i»«(2<r + l)!} 

= 22\ • W(- **) B (V - ^) ,a } : {/•(«• + 1)! I . 

y a 

2\ (- 2ff ) ) : {/■*(»« + 1)1 } 

- JS-S’I «MC“ **)°0. - W } s {>•"(*• +1)!}, 

r a 

^l(-«*)»i|(2»;l)}:|*' , »(2f + 1)} 

= 22\ »G^X— **)•(«,. - «x)* ? } : I ** e ( 2 e +1) ! ). 

I“ f 

so erhält man, da a — a x ■= (|U — * )»; ft, — *= (e — X)j und 

2{ (— »*)? (fi — *)* e ) :(2p+l)!= { sin (p — xjn } :(g— x)jr = 0oderl, 

O 

^{{ — ji’) 0 (v — A)* a }:(2ff+l)l={sin( v— A)«}:(v — l)jr=Ooder I, 

O 

(wo der Wert 0 oder 1 gilt, je nachdem fi von x und von v von i 
verschieden oder g — x und v = >t ist) die unbedingt konvergenten 
Darstellungsformen 

,r(xi)-J£{(- **)f+«i,(2* 2<r)}:{iV a (2e+l)!(2«+l)!}, 

Q.a 

*(*) = J’l (- «*)* n( 2 c o) } : { i»e(2 P + 1)! } , 

e 

«W - J’{(-« , ) o ’j(0 2<r)}:{i*«'(2 tf +l)!}, (6 4 ) 

a 

«(*1) - (~ 2«) } : U ,B (2« + 1)! } , 

*’M) - 2 \ (- «*)^(2 ? ; 1) } : { t**(2 9 + 1)! } . 
v 

Da hier die jeweiligen Argumentwerte a x und b l als Aus- 
gangswerte der Abweichungen a u — o x und b t — b x in die ij-Werte 
eingehen, so gibt sich hierdurch die Abhängigkeit der Funktions- 
werte w(xX), u(x), ®(A), m(xA), t’(xA) von den Argumentwerten 
kund. Diese Abhängigkeit tritt in der Darstellungsform unmittel- 
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bar hervor, wenn man zwei beliebig gewählte Zahlenwerte durch 
a g und b Q bezeichnet, — a x durch (a M — a 0 ) — (a x — a„) und 
6, — b l durch (6, — b 0 ) — (6^ — b 0 ) ersetzt und die rj- Werte nach 
Potenzen von a x — a 0 und b l — b 0 entwickelt Setzt man nämlich *) 

*(?«) - - a o y(K - U 0 . 

*(p0) - ^«O»)^ “ «o) e » 

^^(v)(b r -b o y, (65) 

'(*! ff) — 6 0 )°, 

'(<>;*) -^»(f^X®,. - fl o) e » 

wo die Summation über p *= 1, 2, 3 . . r; v= 1 , 2 , 3 . . s zu er- 
strecken ist, schreibt man ferner 

X a ,-®o)<K®x)“*<®*— ®o)-^(«,— ®o)*/** 3 H t.sin { n(a x a 0 ):i } , 

*( 6 a — b o) »e ( b i) = »(bj— 6 0 ) — «* ( b i—bo)*/j* 3 H i-sinj«^— b 0 ) :j ) 

und bezeichnet man die sukzessiven Ableitungen von <p(a x ) nach 
a x durch qp 15 <)?j, <p s • • . die Ableitungen von ip (b^) nach b l durch 
't'n 1 P*, Vf •, 80 gelangt man zu den Darstellungsformen: 

w(*i) “*^{(~ l) p+ °«(pff) 9 P (ff,)^o(^)} : U ! ff ! }. 

g.o 

«(*) ==^’{(— 1 ) <,£ (e 0 )9> e ( o *)} : P ! . 

C 

f(l) “J£{(— l)ee(0«r)t^„(6 i ) } :ff!, (66) 

n 

»(**) l)"*(*;ff)to( ft a)} : ff ! . 

a 

e(*A) = J£{(— l) f '(?;l) 9 > P («,r)) : e ! . 

Q 

die sich für a 0 = a x , b 0 = b l auf die Darstellungsformen (641 
reduzieren. 

Sind nun die Merkmale a und b unabhängig voneinander, 
so daß die Gleichungen (31), (32), ( 33 ) erfüllt sind, so ist, wie 
der Anblick von (65) lehrt, 

1) Auf Grund der Gleichungen 

*(p0)= t? 0 ; *(0«) = *(*;«)- »J.; 

erhält man f p0 , t (0 , t 0n , t x „, t pi als Mittelwerte der Abweichungen 
a x — Oq und 6, — b 0 - ■ • 
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*(c«) — *(pO)f (Off), (67) 

•= *(2;tf) — *(3;ff) — e(r;a), (68) 

*(c>;i) — *(e; 2 ) — * A 3 ) *=••• = *(?;«), (69) 

wonach, wie unmittelbar ersichtlich ist, 

/AA) - /1 ( a x) • fi(Px) 

Z(« 1 A) = zAA) Z(«rA) 

*(®«A) — »(°*A)- 



Demnach genügt es zur Bestimmung der Abhängigkeit zwi- 
schen den Merkmalen a und b auf Grund von ( 67 ) die Differenzen 

J(q,o) = f(e<f) — e(eO)e(Off) (70) 

und auf Grund von ( 68 ) und ( 69 ), wenn überdies 

r. e( 0 ;e ) - *(l;«f) + t( 2 ;o) + ••• + *(r;ö),J 

s. e(p;0) =■ e(p; 1) + *A2) + b * A*),J 



gesetzt wird, die Differenzen 

z#'(x,<j) — «(*;«) — e(0;ff), (72) 

^"A A )=* *A*) — e A°) (73) 

zu betrachten. 

Es ist aber mit Rücksicht auf ( 34 ), ( 36 ), ( 37 ) 

^A ff ) ” ~ a o) e A ~ b o )"> (70a) 

— ^d'(*v)A — 6 0 )°, ( 72a ) 

( 73 a) 



so daß in der Tat die Bestimmung der Abhängigkeit auf Werte, 
die in linearer Form von den Werten d(pv), d'(xv), d"(xv) ab- 
hängen, zu gründen ist. Zugleich erhellt, daß den (r — l)(s — 1) 
voneinander unabhängigen Werten 6, d', 6' entsprechend auch 
(r — l)(s — l) voneinander unabhängige Werte 
die Abhängigkeit vollständig bestimmen. 

Man kann insbesondere die zu p = l,2, 3..r — 1; 6 — 
1, 2, 3 ... s — 1 gehörigen Werte J, J \ d" wählen und eine an- 
genäherte Bestimmung der Abhängigkeit mittels einer kleineren 
Anzahl dieser Werte geben. In jedem Falle wird man den Wert 
j(l, l), A(l, l), J"( 1 , l) berechnen. 
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Als Ausgangswerte a 0 und b 0 der Abweichungen a ft — a 9 
und b r — b a wird man vorteilhaft diejenigen wählen, für welche 

*(1 0) = J?tc(pv) (o„ - a 0 ) = 2»WK - «o) “0 . . 

*(01) = *v) ( b r — b 0 ) = (v) ( b, — b 0 ) — 0. 

Sind die Wahrscheinlichkeits werte w(fiv), u (fi), t>(v), t< (*v), 
c(pl) Repräsentanten der in (24) bis (28) angegebenen Werten- 
systeme, so repräsentieren auch «(pff), f (po), «(off), «(x;ff), «(p;l) 
und ebenso //'(x,ff), zf"(p,A) Wertensysteme, deren arith- 

metische Mittel und mittlere quadratische Abweichungen zu be- 
stimmen sind. 

Um diese Bestimmung zunächst für die «-Werte zu leisten, 
soll der Einfachheit wegen angenommen werden, daß für n Formen 
a,, a,, a 3 . . . a„, die unter m = «( 1 ) -f- s( 2 ) + •••-(- e(n) Fällen 
mit den Häufigkeiten 2(1), s(2), . . .«(n) oder den Wahrscheinlich- 
keiten «?(1) = s(l) : m, tc{2) «= s(2) :m, . .. to(n) = 2(n):m be- 
obachtet worden sind, der Wert 

e — »(1 )a, + »(2 )a t -| h »(«)«,, (75) 

gefunden sei. Ich setze nun 

F “ (ic(l)exp { m( 1) } + tff(2)exp { u(2) } -j ir(n)exp { «(«) ) ) m 

* s “ . . . 2(n)} exp (s(l)u(l)} . . . exp{«(n)tt(n) } , 

wo die Summation über alle Werte 2(1), 2(2) . . . «(«), deren Summe 
gleich m ist, zu erstrecken ist. Dann wird das arithmetische 
Mittel aller «-Werte, die bei unbegrenzter Wiederholung der 
m = 2(1) + 2(2) + • • • + e(n) Beobachtungen an Stelle des tat- 
säclüich in (75) vorliegenden Wertes treten würden, bestimmt 
durch 

+ 2(2)0, -+-•• • -f z(n)a H | . W( 2(l)...2(n) } =«, (76) 

da für x — 1 , 2 , 3 ... n 

J£z(x) w{2(l). ..2(n)} = mic(x), 

wie die Differentiation von F nach «(*) für n(l) = u( 2 j ■*=••• 
= tt(») «= 0 ergibt. Es wird ferner das mit m 2 multiplizierte 
Mittel der Abweichungsquadrate bestimmt durch 

^■j s(l)o, + 2(2)0, H b «(«)«» — « } *■ W(e) 

- «(i)«! + *(*)«, + • • • + *(«K ) *• w’W - f> 

= ^’|2(l)*0 1 2 + 22( 1 )2(2)« 1 0, + •••}. W(2) — «*. 
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Da aber, wie die zweimalige Differentation von F nach «(*) 
allein und nach u(x) und u(A) für «(l) = u(' 2 ) — - • • = w(h) = 0 
erkennen läßt, 

^*(x)*JP(s) = m(m — l)«c(x)* + mte(x), 

J£*(x)*(A) W(t) — m(m— l)w(x)w(A), 
so erhält man 

+ s*(i>(s)«ifl, + ■•■) w(») 

“ m(m — l) { ie(l)Oj -f |-w(n)aj , +»»{fc(l)a 1 *4 (- «? t«) a,* | . 

Es ist daher, wenn man in Übereinstimmung mit (75) «? (l)«i 
+ • • • + w ( n ) a n ~ £ und überdies 

«(2) = «c(l)a,* H + «?(«)«„* (77) 

setzt, das Mittel aller Abweichungsquadrate gleich 

{«(2) — £*j:m (78) 

und die mittlere quadratische Abweichung gleich der Quadrat- 
wurzel hievon, wonach das durch t repräsentierte Wertensystem 
durch 

•±Vtl«W -«•}:*•] (79) 

dargestellt wird. 

Demgemäß repräsentieren die Werte 1 (p er), *(p 0 ), «(Oe), *(x;tf), 
f(p;A) die Wertensysteme 

t(Q<s) ±l/[{*(2p2e) — «(fff)*}:»] 
«(?0)±V'[{*(2^0) — i(pO*}:m] 

*(0®) ± V [ {«(02®) — e(0ff)*}:»i] (80) 

£ (*i®) =b {*(*»;2<r) — t(x;e)*}:x(x)] 

*(?■'*) ±V'[{*(2p;A) — £(p;A)*}:y(A)]. 

Um sodann die entsprechende Bestimmung für -d(Q,o) zu 
geben, setze ich in 

*(&**) — 2l*( xl ) - u(x)t;(A)} (a x - a 0 Y(b l - b 0 ) a 

n,l 

der Einfachheit wegen 

■A* ™“ a * ** 0 ! -®i “ b 0 
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und in gleicherweise wie in (41) an Stelle von tt’(xt) — w(x)r(A) 
die Summe 

^\w(*X)u)(pv) — - i0(xv)*>(jtU)}, 

so daß 

= - »(xv)«(^A)}^ J?“ /g,\ 

X,V fi,t 

resultiert Setzt man noch zur Abkürzung 

~ ^ = — B° =~ B(kv,a) 

und laßt man die durch £ angedeutete Summe in jedem Falle 
für alle hinter den Summenzeichen stehende Wertenpaare x und X, 
fi und v, « und ß, y und d über die Werte 1, 2, 3 ... r; 1, 2, 3 ... s 
(für jedes Paar unabhängig von den anderen Paaren) laufen, so 
erhält man aus (81) 

Mm) =J£w(xOKf iv )- 4 (*f*;e)- B ( iv i<j) 

4i 8 (p,g)= y'tc(xX) tc (n v)ic(aß)w(yd)A(Kfir,Q)B(Xv,a)A(ay,Q) 2?(/Sd;o). 

Diese einfachen Darstellungsformen gestatten, unter Benützung 
der Ableitungen von 

F=(»(ll)exp{M(ll)}H (-M’(rs)exp{tt(rs)}) m 

= . . . r(rs))exp { 2(11 )m (1 1 ) } . . . exp { z (rs)tt(rs) } 

nach den t< (für w(ll) = • • • = u(r.s) =■= 0), die Berechnung der 
bei unbegrenzter Wiederholung der m = z(l 1) + •••-(- z(rs ) Be- 
obachtungen sich ergebenden Summen 

£i(xX)z(fiv)A(x(r,Q)B(Xv,o) W(z) und 

2 t {^)^v)z{tzß)e(yi) A{*fz\(() B{Xv\o) A{ay\(i) B{ßi-,9) W(z\ 

wo die Summation nicht nur über die Wertenpaare x,ä; fi, v; 
a.ß; y,d, sondern überdies auch über die Werte z, deren Summe 
gleich m ist, erstreckt werden muß. Man findet für die erste 
Summe den Betrag 

m(m — l) ^’ic(xi)w(jiv) J ii(xft;p)Ä(iv;o) 
aod für die zweite Summe den Betrag 
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i»(m-l)(m-2)(»-3)jI)+4w(«-l)(»i-2) { II } +2»i(m— 1)(IU|, 

(I j (xi) ir(ji v)w(aß)tc(yS')A{Kfi\Q)B(kv\a)A(ay\Q)B{ßi-,a\ 

{II ) =^‘tc(xk)w(fiv)u>(aß)A(xfi;g)B(kv;a)A(xa;Q)B(lß;a), 

1 111 ) =^v>(.xl)w(fiv) { A(xfi;p).B(lv;<j) j *. 

Die erste Summe läßt erkennen, daß das durch A o (q,0) zu 
bezeichnende Mittel aller bei unbegrenzter Wiederholung der Be- 
obachtungen sieh ergebenden A -Werte durch 

mA 0 (g,<s) = (m — l)A(g t a) (82) 

bestimmt wird, wo A(g,a) den aus den Beobachtungen resul- 
tierenden Wert der Formel (81) angibt. Subtrahiert man sodami 
das Quadrat der ersten Summe von der zweiten Summe, so er- 
hält man nach Division mit 4»» das durch Q(q,<s) zu bezeichnende 
Mittel der Abweichungsquadrate aus der Gleichung 

m i Q(Q,a) i = — 2(m — l)(2m — 3 )A(g,a ) 1 

+ (m — l)(m — 2)[I] + («i — 1) [II], 

[I] — t(‘ 2 e 2 a) — 2 t(g 2 a)e(gU) — 2«(2 e 0)t(0o) + M?®)* , 

— 2e(p<j)t(p0)£(0e) -f- t(p0)£(02d) -)- t(2pO)«(Off), ^ 

[II] — f(2p2<j) -f 2f(p2o)*(p0) — 2£(2p<j)e(0o) 

+ *(2p0)e(02ff)) + 2 £ (p<j)*, 

wo die über x und k, fi und v, « und ß, y und & erstreckten 
Summen durch die £ -Werte ausgedrückt worden sind. 

Demnach ist der auf induktivem Wege (durch Ziehen ein- 
zelner Kugeln) festgestellte Wert A(q,o) der Repräsentant der 
Mannigfaltigkeit 

(1 — 1/m) A(fi,a) ± Q(g,a) (84) 

Man findet schließlich die von den Werten A'(x,o) und 
A"(g,k ) repräsentierten Mannigfaltigkeiten mit Rücksicht darauf, 
daß jene Werte den Formeln (72) und (73) zufolge in linearer 
Form von den e(x,a) und £ (p;A) abhängen, bestimmt durch 

A’(x,a) ± Q'(x ,tf) 

Q"M ( 

wo die mittleren quadratischen Abweichungen Q'(x,e) und Q"(p,i) 
durch 
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r’Q'fxjO)* — {«(l;2tf) — c(l;«) , }:«(l) 

-f- { t(x — 1 ;2ff) — f(x — 1 ;o)*j :x(x — l) 

4-(r— l)*{e(x;2o) — e(x;ff)*}::c(x) 

+ {t(x+ 1;2 ö) — £(x-fl;<j)*}:x(x-f 1) + 

— {«(2p; 1 ) — *(p;l)*} :y(l) 4 

4-{*(2p;A — 1) — *(p;A — l)*}:y(i — 1) 
4-(s-l)*{ t (2p;A)- t (p;A)*):y(A) 

4-{t(2p;A4- 1) — t(p;A + 1)*} :y(A 4- 1) 4" * ’ • 

definiert werden. 

Das hiernach sich darbietende Resultat läßt sich wie folgt 
zusammenfassen : 

Ist die Anzahl der in Betracht zu ziehenden Formen von a 
oder von b größer als zwei, so daß die Abhängigkeit durch das 
System der (r — l)(s — 1 ) Werte d(xA), d'(xA) oder d"(xA) be- 
stimmt wird, so kann man anstelle dieser Werte die durch (70), 
(72), (73) definierten Werte zf(p,a), A'(k,o) oder zur 

Beurteilung der Abhängigkeit wählen. Die bei induktiver Wahr- 
scheinlichkeitsbestimmung von diesen Werten repräsentierten Mannig- 
faltigkeiten werden durch (84) und (85) angedeutet. 

Es ist aber im Auge zu behalten, daß verschiedene Formen 
vollkommener Abhängigkeit möglich sind. Man wird darum für 
die gerade in Betracht kommende Form den bei vollkommener 
Abhängigkeit sich ergebenden Wert A 0 (q,o), J 0 (r.,a) oder zf 0 (p,A) 
neben dem aus den Beobachtungen resultierenden Wert A(p,o), 
d'(x,o) oder zu bestimmen haben, um, wofern jene Werte 

von Null verschieden sind, in dem Quotienten 

A'(k,<j):J 0 (x,<s); J"(f,k):Jg((,k) (87) 

ein Maß für die Annäherung an die betreffende Form vollkommener 
Abhängigkeit zu erhalten. 

Ist z. B. r = s; a l — a 0 <=b 1 — b 0 , a t — a 0 = . . . 

a r — a 0 — b r — b 0 und treten von allen r . r möglichen Kombi- 
nationen bloß die r Kombinationen (a l b j), (o, b„), (a s b i ) . . . (a r b r ) 
auf, so ist für diesen ganz besonderen Fall vollkommener Ab- 
hängigkeit, wie aus dem Anblick von (65) folgt, 

f(po) = «(p + ffO) = «(Op 4-«). 
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Gottl. Friede. Lipps : 



Geht man nun von den Werten f(po) zu den durch die Gleichung 

*(e «) = «Jj " i *(* + ff 0) - «jj* i0 ; *(0 (> + «)== «£+. 

definierten Mittelwerten e e + Oi0 > * 0 ,e + o d^er, so erhält man 



.e+° 



c e+° 



c ? + o.O 0 t p 4 -a 



oder, wie man der Symmetrie wegen schreiben kann 

,e+° = ,e , 0 . 

q,o p4*<J»o 0*P+° 

Es wird somit, wenn auch t(g) = £^, e(a) — i n „ gesetzt wird, 

4 >(M) - { ' +t ,o'Vf+a _J !,oV. ( 88 ) 

Es ist aber für geradzahlige Werte p + er, da weder q noch 0 
gleich Null anzunehraen ist 1 ), 



C > B • S V > £' 

e+®. n "^ e.o’ e+o.o-^'p.o 

. <T .. O 

*0,^ + 0^ *0,0 ’ *0.e + o' > *0,0 ’ 



so daß J 0 (jf,a) stets positiv und von Null verschieden ist. Man 
erhält daher in diesem besonderen Falle für geradzahlige q + f 
in dem Quotienten 



A(q,«):A 0 (p,tf) = { 



p + o 
( 



t p s a Mt 0 f" 
o^o.n / • \e+o.oo,e+o 



0 0 

<Vo.p 




ein Maß der Abhängigkeit. 

Werden die Ausgangswerte a 0 und b 0 der Abweichungen 
— rt 0 und b t — b 0 in Übereinstimmung mit (74) so bestimmt, 
daß ? 10 = £„i = 0 , so gelangt man für q =■ 0 — 1 zu dem Werte 

A(l , l) : A 0 (l , l) — ,0*04 “ e ( u ) : V { * ( 20 )*(° 2 ) } - ( 9 °) 



1) In den Untersuchungen „Die Theorie der Kollectivgegen stände" 
(im i7ten Bande der von Wundt herausgegebenen Philosophischen 
Studien; S. 141 des Separatabdrucks ; 1902) leite ich Eigenschaften der 
t -Werte ab, aus denen sich ergibt, daß in der Reihe i t 0 , c , „ , *,«• 
* 40 • .. und ebenso in der Reihe t 01 , t ot , s oa , * 04 .... jedes Glied 
mit geradzahligem Index größer ist als jedes der vorangehenden Glieder. 
Es ist nämlich 

0 < *1 < *4 < f « < ' 

*?<* *5 < f # ’ 

wenn t M 0 und i 0x durch f„ vertreten wird. 
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